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Rispondere, utilizzando solo questa scheda, a tre delle domande seguenti, sintetizzando le motivazioni dei risultati ottenuti.
Se, entro 5 giorni dalla pubblicazione del risultato su internet, il docente non ricevera` notizia del rifiuto
esplicito del voto, il voto pubblicato verra` verbalizzato elettronicamente
1. Calcolare gli autovalori λ1 < λ2 < λ3 della matrice
M =
−1 2 11 0 1
1 1 1

Successivamente si risolva il sistema 
(−1− λ1)x+ 2y + z = 0
x− λ1y + z = 0
x+ y + (1− λ1)z = 0
2. Sia f(x) =
√
1 + 5x−√1 + 3x.
(a) determinare il dominio naturale E di f(x)
(b) provare che f(x) e` strettamente crescente in E
(c) calcolare, spiegando perche` e` possibile
d
dy
f−1(0)
(d) calcolare, spiegando perche` e` possibile
d2
dy2
f−1(0)
(e) retta tangente al grafico di f(x) nel punto di ascissa 0
(f) grafico di f(x)
3. Calcolare lim
x→0
2
(
x ex − x− x2)
x3
4. Calcolare
∫ 1
0
x
√
1 + 15x2 dx
5. Estrarre le radici quadrate del numero complesso:
80
9
− 2 i
Soluzione
1. Gli autovalori sono le radici dell’equazione
det

−1 2 11 0 1
1 1 1
− λ
1 0 00 1 0
0 0 1

 = 0
Calcolando il determinante si trova l’equazione di terzo grado −λ3 + 5λ+ 2 = 0. Le radici razionali, se esistono, vanno
cercate fra i divisori del coefficiente direttivo e del termine noto. Facendo i tentativi si vede che λ = −2 e` radice. Per
la regola di Ruffini allora −λ3 + 5λ+ 2 = 0 e` divisibile per λ+ 2 eseguendo la divisione
−1 0 5 2
−2 2 −4 −2
−1 2 1 0
troviamo la fattorizzazione
−λ3 + 5λ+ 2 = (λ+ 2)(−λ2 + 2λ+ 1)
da cui troviamo le altre due radici:
λ =
−1±√1 + 1
−1 = 1±
√
2
Ordinando le radici come richiesto abbiamo
λ1 = −2, λ2 = 1−
√
2, λ3 = 1 +
√
2.
Il sistema richiesto e` allora: 
x+ 2y + z = 0
x+ 2y + z = 0
x+ y + 3z = 0
in cui e` ovviamente possibile scartare una delle due equazioni uguali. Abbiamo cos`ı il sistema indeterminatox+ 2y + z = 0x+ y + 3z = 0
che puo` essere risolto, ad esempio rispetto a x e y : 
x = −5z
y = 2z
z ∈ R
2. Seguiamo l’ordine
(a) E = {x ∈ R | 1 + 5x ≥ 0} ∩ {x ∈ R | 1 + 3x ≥ 0} = {x ∈ R | x ≥ − 15} ∩ {x ∈ R | x ≥ − 13} e pertanto
E =
{
x ∈ R | x ≥ −1
5
}
.
(b) Derivando troviamo
f ′(x) =
5
√
3x+ 1− 3√5x+ 1
2
√
3x+ 1
√
5x+ 1
La positivita` di f ′(x) e` assicurata dalla condizione:5
√
3x+ 1− 3√5x+ 1 ≥= 0
x ∈ E
⇐⇒
25(3x+ 1) ≥ 9(5x+ 1)x ∈ E ⇐⇒
16 + 30x ≥ 0x ∈ E
ma quest’ultima condizione e` sempre verificata in E
(c) Essendo f(0) = 0 la derivata dell’inversa, ben definita per la monotonia di f , vale
d
dy
f−1(0) =
1
f ′(0)
= 1
(d) Ricordata la formula:
d2
dy2
f−1(y) = − f
′′(x)
(f ′(x))3
ci occorre solo calcolare f ′′(0). Si ha:
f ′′(x) =
9
4(3x+ 1)3/2
− 25
4(5x+ 1)3/2
=⇒ f ′′(0) = −4
pertanto
d2
dy2
f−1(0) = − f
′′(0)
(f ′(0))3
= 4
(e) y = f ′(0)x = x
(f) Ci resta solo da stabilire, cosa comunque non determinante, gli intervalli di concavita` convessita`.
f ′′(x) ≥ 0 ⇐⇒ 9
4(3x+ 1)3/2
− 25
4(5x+ 1)3/2
≥ 0 ⇐⇒ 9
(3x+ 1)3/2
≥ 25
(5x+ 1)3/2
Per x ∈ E e` lecito quadrare:
81
(3x+ 1)3
≥ 625
(5x+ 1)3
⇐⇒ (3x+ 1)
3
81
≤ (5x+ 1)
3
625
⇐⇒ 3x+ 1
3 3
√
3
≤ 5x+ 1
5 3
√
5
.
Svolgendo i calcoli, che ripeto non erano richiesti si trova
f ′′(x) ≥ 0 ⇐⇒ x ≤ −253
2/3 + 952/3
7532/3 − 4552/3 ' −1, 0516
Ma allora
−2532/3 + 952/3
7532/3 − 4552/3 /∈ E
Cio` viene a significare che x ∈ E =⇒ f ′′(x) < 0 quindi la funzione e` concava.
Abbiamo gia` tutte le informazioni per tracciare il grafico, a parte quella sul comportamento all’infinito di f(x).
Scriviamo la funzione come:
f(x) =
2x√
1 + 5x+
√
1 + 3x
questo basta per concludere che lim
x→∞ f(x) =∞.
x
f HxL
Figura 1: Grafico esercizio 2
3. Applichiamo il teorema di De l’Hospital, siamo nella forma indeterminata 0/0:
lim
x→0
2
(
x ex − x− x2)
x3
= lim
x→0
2 (exx+ ex − 1− 2x)
3x2
= lim
x→0
2 (exx+ 2ex − 2)
6x
= lim
x→0
2 (exx+ 3ex)
6
Pertanto
lim
x→0
2
(
x ex − x− x2)
x3
= lim
x→0
2 (exx+ 3ex)
6
=
2 (0 + 3)
6
= 1
4. L’integrale e` quasi immediato essendo molto simile alla forma∫
f ′(x) [f(x)]n dx =
[f(x)]n+1
n+ 1
. (•)
Si ha ∫ 1
0
x
√
1 + 15x2 dx =
1
30
∫ 1
0
30x
√
1 + 15x2 dx (••)
A parte il fattore 1/30 l’integrale a secondo membro in (••) rientra nella schema (•) con f(x) = 1 + 15x2 e n = 1/2 In
conclusione ∫ 1
0
x
√
1 + 15x2 dx =
[
1
30
(
1 + 15x2
)3/2
3/2
]1
0
=
[
1
45
(
1 + 15x2
)3/2]1
0
=
1
45
(64− 1) = 7
5
Alternativamente si poteva fare il cambio di variabili u2 = 1 + 15x2 da cui si trova
x =
√
(u− 1)
15
=⇒
∫ 1
0
x
√
1 + 15x2 dx =
∫ 4
1
√
u
30
du =
[
u
3/2
45
]1
0
=
7
5
.
5. La cosa piu` rapida e` rammentare la formula
2
√
a+ ib = ±
√√
a2 + b2 + a
2
± i segn(b)
√√
a2 + b2 − a
2
che per b < 0 si specializza in
2
√
a+ ib = ±
√√
a2 + b2 + a
2
∓ i
√√
a2 + b2 − a
2
.
Prendendo a = 80/9, b = −2. Si ha
a2 + b2 =
(
80
9
)2
+ (−2)2 = 6400
81
+ 4 =
6724
81
=
(
82
9
)2
e, quindi:
2
√
80
9
− 2 i = ±
√
82
9 +
80
9
2
∓ i
√
82
9 − 809
2
= ±
√
9∓ i
√
1
9
.
Conclusione:
2
√
80
9
− 2 i = ±3∓ 1
3
i.
